Exercices supplémentaires — Second degré

Partie A : Forme canonique, équations, inéquations, factorisation

Exercice 1
Mettre sous forme canonique les trinbmes suivants

2x2+8x—2 ; x> +3x+1 i —x%24+2x+5 s 3x2+x—4
Exercice 2

On considére f:x = x? — 5x + 6 défini sur R.
1) Mettre f(x) sous forme canonique.
2) En déduire une factorisation de f(x).
3) Résoudre l'inéquation f(x) > 0.

Exercice 3

On considére f:x = —2x2 + 6x — 1 défini sur R.
1) Mettre f(x) sous forme canonique.
2) En déduire une factorisation de f(x).
3) Résoudre l'inéquation f(x) > 0.

Exercice 4
Résoudre les équations suivantes :
2x2—-12x+18=0 ; x*—x+6=0 ; 3x24+4x—-1=0 ; 2x2—x+1=0
Exercice 5
Déterminer les éventuels points d’intersection des paraboles suivantes avec I'axe des abscisses
y=x*—4x+3 ; y=3x2+2x+3 ; y=-x*—9x-20 ; y=x%*+2x
Exercice 6
Résoudre les équations suivantes :
x2+5x+3=2x+3 ; Rt+D(t—-4)=t>—4t—6 ; (t+2)>=2t>+5t—2

x+DxEx+2))=xx+3)x+4)+(x+5)(x+6)

Exercice 7
Factoriser, si possible, les trinbmes suivants, en un produit de deux polynémes de degré 1 :
x>’ —4x-1 x>’—x—6 ;o3x2+T7x+2 i 16x% +24x+9
Exercice 8
On considére la fonction f définie sur R — {—1} par
—x?>+3x+4
) =——

1) Tracer a la calculatrice la courbe de la fonction f. Que peut-on en dire ?

2) Factoriser -x2 + 3x + 4.
3) En déduire une expression simplifiée de f(x). Est-elle valable pour toute valeur de x ?

Exercice 9
Résoudre les inéquations suivantes
1 1
§x2+3x—8>0 ;o x?+3x—-5<x+4 ;o 2(x+ 1% —=3x>2 ; 3x+§
Exercice 10

Charles affirme avoir trouvé une solution entiére a I'équation x2 — (2 + ﬁ)x ++/8=0.
Qu’en pensez-vous ?

Exercice 11

1) Factoriser les polynémes x? — x — 6 et 2x% + 3x — 2.
, )z . 2 X _
2) Résoudre I'équation ———+_———=10

N Ul



Partie B : Equations a paramétres, changement de variable, identification

Exercice 1

On considére la fonction g définie sur R par g(x) = x3 + 5x% — 12x + 6.
1) Montrer que 1 est solution de g(x) = 0.
2) Déterminer trois réels a, b et c tels que g(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢) pour tout réel x.
3) Endéduire le signe de g(x).

Exercice 2
Résoudre les équations bicarrées suivantes en posant u = x? :

x*—=12x2+27=0 ; x*+3x?—-4=0
Exercice 3

1) Résoudre I'équation 2x% + 5x + 2 = 0.

2) En utilisant un changement d’inconnue, en déduire les solutions de I'équation
2

+
x—1)?%? x-1
3) Par une méthode analogue, résoudre I'équation x + 5vx — 3 = 0.

+2=0

Exercice 4

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 3x3 — 4x? — 25x + 42.
1) Développer, ordonner et réduire (x + 3)(ax? + bx + ¢).
2) Déterminer trois réels a, b et c tels que f(x) = (x + 3)(ax? + bx + c) pour tout réel x.
3) Résoudre f(x) = 0.

Exercice 5
On considere le trindme suivant : (m + 3)x? + 2(3m + Dx + (m + 3).
Pour quelles valeurs de m ce trinébme a-t-il une racine double ? Calculer alors cette racine.

Exercice 6
On considére le trindbme x? — (2m + 3)x + m?2.
Pour quelles valeurs de m ce trinébme a-t-il une racine double ? Calculer alors cette racine.

Exercice 7

On considére I"équation 2x2 —(m + 2)x + m—2 = 0.
1) Calculer m pour que I'une des solutions soit égale a 3.
2) En déduire I'autre solution de I'’équation.

Exercice 8
Résoudre les équations suivantes :
4 3 2x+m 2x . ) )
x+—=3 ; — =-1 ; — =2 oum est@nréel donné
X x—1 x-2 X xX+m
Exercice 9

1) Al'aide de la calculatrice, tracer les courbes représentatives des fonctions f:x = 7 —x et g: x = 2vx — 4.
2) Résoudre graphiquement f(x) = g(x).
3) Résoudre par le calcul I'équation f(x) = g(x).

Exercice 10
On considere la fonction h définie sur R par h(x) = x? — ax + 3 oU a est un nombre réel.
1) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles h admet deux racines distinctes.
2) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles h admet une racine double.
3) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles h n’admet pas de racine.
4) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le minimum de h est strictement inférieur a —1.



Partie C : Déterminer un trinéme sous conditions

Exercice 1

On considére une parabole P d’équation y = ax? + bx + ¢ qui passe par les points A(0; 3), B(1;5) et C(2; 15).
1) Ecrire un systeme de trois équations d’inconnues a, b et ¢ traduisant I'énoncé.
2) Résoudre le systéme.
3) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de P avec |'axe des abscisses.

Exercice 2
On considére une parabole P d’équation y = ax? + bx + ¢ qui passe par les points A (1; —%), B(2; —6) et

25
c(3-2%)
2
1) Ecrire un systéme de trois équations d’inconnues a, b et ¢ traduisant I'énoncé.

2) Résoudre le systéme.
3) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de P avec |'axe des abscisses.

Exercice 3
On considére un polynéme f de degré 2 tel que f(11) = 181 et pour tout réel x,
x2—=2x+2<f(x)<2x?—4x+3
1) Onpose g(x) = x? — 2x + 2 et h(x) = 2x? — 4x + 3. Déterminer les formes canoniques de g et h.
2) En déduire que pour tout réel x, ona f(x) = 1.
3) Déterminer f(1)
4) Al'aide des informations précédentes, déterminer la forme canonique de f puis sa forme développée.

Partie D : Variations, extremum, propriété de la courbe, position relative

Exercice 1

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer si elles admettent un minimum ou un maximum et en quelle valeur il
est atteint :

fix e 3x2+4 ;o gixo —2(x—4)2+8 ; hix— —2x2+8x—1

Exercice 2
Dresser, en justifiant, le tableau de variations des fonctions suivantes :

2 1 2
fixH>x*+4x—6 ;oogix o —ox + 5x

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur [—5; 3] par f(x) = 3x2 + 6x — 7.
1) Dresser, en justifiant, le tableau de variations de f.
2) En déduire le minimum et le maximum de f sur [—5; 3].
3) Résoudre:

a. f(x)=-10
b. f(x)=17
c. f(x)<17
d. f(x)>-20

Exercice 4
On note Cy et C, les courbes représentatives des fonctions f et g définies sur R par

7
f(x) :x2+5x+5 et g(x) =—x?—-3x

1) Résoudre I'inéquation f(x) > g(x)
2) Que peut-on en déduire pour les courbes Cr et Cy ?

Exercice 5
On considére la fonction f définie par
4x% -5

10 = s

1) Montrer que f est définie sur R.
2) Montrer que pour tout réel x, f(x) < 5et f(x) > —6.



Exercice 6
Pour un nombre réel x, le seul nombre dont le cube est égal 3 x s’appelle la racine cubique de x et se note Vx.
Par exemple Y1000 = 10 car 103 = 1000.
On définit t = VV5 +2 — V5 - 2.
1) Montrer que t® + 3t —4 = 0.
2) Montrer qu'il existe trois réels a, b et c tels que (t — 1)(at? + bt + ¢) = t3 + 3t — 4 pour tout réel t.
3) En déduire que t est un nombre entier.




Correction exercices supplémentaires — Second degré

Partie A : Forme canonique, équations, inéquations, factorisation
Exercice 1

Pour tout réel x,

262 +8x—2=2(x2 +4x — 1) = 2[(x + 2)? — 4 — 1] = [2(x + 2)? — 10|
carx?+4x+4=(x+2)?doncx? +4x = (x+2)>—4

Pour tout réel x,

) 3\ 9 3y 5
X +3x+1=<x+—> ——+1= <x+—) - =
2 4
3

carx2+3x+%= (x+5)2

Pour tout réel x,
—x?+2x+5=—(?-2x—5)=—[(x = 1)?—1-5]=|—(x — 1)? + 6|
carx?—2x+1=(x—1)2

Pour tout réel x,

3x2 + 4—3(2+1 4)—3(+1)2 : 4—3( +1)2 i
XX EE O TIITZ)TNTE) T36 3|7 1P\F T T 12

2
Carx?+:x+—= (x+l)
37 " 36 6

Exercice 2
1) Pourtoutréel x :

f<x>=xz_5x+6:(x_;)2_§+ (-5 -

2) Pour tout réel x,

0= (- ) - (-5-Dle-3d -
3)

X —00 2 3 +00
Signede x — 3 - - 0 +
Signedex — 2 - 0 + +
Signe de f(x) + 0 — 0 +
Les solutions de f(x) > 0 sont donc|]—00; 2[U]3; +00[|
Exercice 3
1) Pour tout réel x,
() =2 4 ox—1=—2(w ~3v+2) = -2|(x=2) ~ 242 =|2(x-3) 4
fx) =—-2x X = x X 5) = x > 213 = x > >
2) Pour tout réel x,
2
3\2 7 3\ (V7 3 V7 3 W7
= -2 —) —=|=-=2 —_ ) == |=|-2x—=—— _t —
f& [(x 2) 4] [(x 2) <2>] <x 2 2><x 2+2>
3)
X —0o 3-47 3+47 +oo
2 2

[
|
|
o
+

Signedex—%——

ﬁ o
I

o

+

+

Signedex—§+—
2 2

Signe de f(x) + 0 - 0 +




oo

Les solutions de f(x) > 0 sont donc ; +oo[

Exercice 4
Pour 2x%2 — 12x + 18 : A = (=12)? — 4 X 2 X 18 = 0 donc le trinme a une unique racine x, = % = 3.

D'ou[S = (3}
Pourx?—x+6:A=(-1)>—-4x1x6=-—23< 0doncletrindme n’a pas de racines :|S = @

Pour3x?+4x—1:A=4?>—-4x%x3x(—1) =16 + 12 = 28 > 0 donc le trinéme a deux racines :

—4+V28 —4+42V7 -2+47 -2-+7
T T 6 T3 ST T g
—2+V7 27
i RN

Pour2x? —x+1:A=(—1)2—-4x2x 1= -7 < 0doncle trindbme n’a pas de racines :|S = @

Exercice 5
Pour déterminer les points d’intersection d’une parabole d’équation y = f(x) avec I'axe des abscisses, on
commence par résoudre f(x) = 0.

Poury = x% —4x + 3:A = (—4)? — 4 X 3 = 4 donc le trinéme a deux racines : x; = 4+2‘/Z 4-V4

=3etx, :Tzl.

La parabole d’équation y = x? — 4x + 3 coupe donc deux fois I'axe des abscisses : au point A(1; 0) et B(3; 0).

Poury =3x2+2x+3:A=22—-4x3x3=-32< 0doncle trinébme n’a pas de racines et la parabole ne coupe
pas I'axe des abscisses.

Poury = —x2—=9x —20: A = (—9)? — 4 x (—1) x (—20) = 81 — 80 = 1 donc le trindbme a deux racines
X = 9_L21 =—5etx, = % = —4 donc la parabole d’équation y = —x? — 9x — 20 coupe deux fois I'axe des
abscisses : en A(—5;0) et B(—4;0).

=0etx, =——=—2.

La parabole d’équation y = x2 + 2x coupe donc I'axe des abscisses en deux points : 0(0; 0) et A(—2;0).

Poury = x2 4+ 2x: A =22 — 4 x 0 = 4 donc le trindbme a deux racines x; = _2;‘/1

Exercice 6
Pour tout réel x :
x2+5x+3=2x+3ex>-3x=0ox(x—3)=0=x=00ux =3

Donc|S = {0; 3}

Pour tout réel t :
Rt+1Dt—-4)=t?—-4t—-602t>?—8t+t—4=t>—4t—-6t>-3t+2=0

. . 3+1 3-1 )
A:(—3)2—4><2:1donC|Iyadeuxracmes:t1=T=2ett2=T=1.Dou S={1;2}

Pour tout réel t :
(t+2)?2=2t2+5t—-20t>?+4t+4=2t>+5t—-2 —t>?—-t+6=0

, . 1+5 1-5 ;s
A=(—1)2—4><(—1)><6=25<:|onc||yaoleuxraumes:tl=_LZ=—3ett2 =—=2.Dou[S = {-3;2}

Pour tout réel x,
+DE+2)=(x+3)x+4)+x+5)x+6) x> +3x+2=x?>+7x+12+x% + 11x + 30
& x2+15x+40=0

—15+/65 —-15-/65 —15+v65 —15-v65
etx, = .S = > ; >

A =152 — 4 x 40 = 65 donc il y a deux racines x; = >




Exercice 7
4+\/ﬁ 4+245

Pourx? —4x—1:A = (—4)?2 — 4 x (—1) = 20 doncil y a deux racines : x; = - > =2++5et
x;=2—v5.Doux?—4x—1=|(x—2—+5)(x—2+5)

2 2 . . 1+5 1-5 .
Pourx®—x—6:A=(-1) —4><(—6)=25donC|Iyadeuxracmesx1=T:3etx2=T=—2.Dou
x2—x—6=|(x—3)(x+2)]

2 2 . . —-7+5 1 —-7-5 )
Pour3x“+7x+2:A=7-—4x%x3x%x2=25doncilyadeuxracines x; = 5 =—§etx2=T=—2.Dou

1
3x24+7x+2= 3<x+§)(x+2)
Pour 16x% + 24x + 9 :A = 242 — 4 X 16 X 9 = 0 donc il y a une racine double x, = _3—224 = —%d'ou
312

16x% +24x+9 = 16(x+Z)
Exercice 8

1) Il semble que la courbe de la fonction f soit une droite.

2) -x24+3x+4:A=3%-4x%x(—1) x4 = 25donc le trindbme a deux racines
xl—_3+5=—1etx2———4 D'ol-x +3x+4—|—(x+1)(x—4)| >

2
3) Pourx #=—1:

f(x)=_x +3x+4 —(x+1Dx-4)

= =—(x—4)=|— 4
— — (x — 4)

Cette expression est valable pour tout x différent de —1.

>

Exercice 9

Pour%x2 +3x—8>0:A=3%2—-4x % X (—8) = 25 donc le trindbme est du signe de a = %sauf entre les racines

L X, = % = —8. D’oUlS = ]—o00; —8[ U ]2; +°°[|

X1 =

Pour x%2 4+ 3x — 5 < x + 4 : pour tout réel x
x2+3x—-5<x+4©x*+2x—-9<0:
Signede x%2 + 2x —9: A = 22 — 4 x (—9) = 40 donc x2 + 2x — 9 est du signe de a = 1 sauf entre les racines

xy = 20 2242V g4 4 \T( et x, = —1— V10. Dot [S = |-1 — vI0; —1 + V10|

2 2

Pour 2(x + 1)? — 3x > 2 : pour tout réel x,
2+ 1)2-3x>202(x*+2x+1)-3x—-2>02x>+x >0 x(2x+1) >0

. 1 . . .
Donc 2x? + x a deux racines 0 et -3 et est du signe de a = 2 sauf entre les racines. On obtient donc

S = ]—OO; —%[ U ]0; oo

Pour 3x + i < g : pour tout réel x non nul
1 5 6x2+1<5x 6x? —5x+1

3Ix+—<- S— & =
2x 2 2x 2x 2x
Signede 6x? —5x +1:A = (—=5)2 — 4 X 6 = 1 donc 6x? — 5x + 1 est du signe de a = 6 sauf entre les racines
541 1 5-1 1 . . .
X =—=cetx,=—=-. On construit ensuite le tableau de signes :
x —o0 0 1 1 +o0
3 2
6x2—5x+1 + + 0 - 0 +
2x - 0+ + +
6x%2 —5x + 1 - + 0 - 0 +
2x




D'ou|S =]—o;0[ U E%]

Exercice 10

La méthode de résolution classique n’aboutit pas car on obtient un discriminant dont il n’est pas facile d’avoir une
racine carrée. On va donc considérer que x est un entier et raisonner par identification :

On suppose que x est un entier. Alors x? est également un entier.
x2—(2+V2)x+V8=0ex?—2x—xV2+2V2=0& (x? —2x) = (x —2)V2

Le membre de gauche est un entier donc cela doit également étre le cas pour le membre de droite. Or la seule
possibilité est que x — 2 = 0 (sinon, on aurait un nombre de la forme k+/2 avec k un entier non nul...) et alors x = 2.
Le membre de gauche est alors : x? — 2x = 22 — 2 X 2 = 0. Les deux membres sont bien égaux.

L’équation a donc bien une solution entiere qui est 2.

Exercice 11

1) Pourx?—x—6:A=(—1)?> —4 x (—6) = 25 doncil y a deux racines x; =12L5= 3etx, =1%5= -2

doncx? —x — 6 =|(x —3)(x + 2)|

Pour 2x2 +3x —2:A =3% —4 x 2 X (—2) = 25 doncil y a deux racines x; = _3:5 = %et X, = (_34_5) = —2 donc
2x2+3x—2=2(x—%)(x+2)=|(2x—1)(x+2)|
1
2) PouerR—{B,—Z,E}.
P 0 + a 0
= Lt =
x> —x—6 2x?2+3x-—-2 x—3)(x+2) QRx—-1(x+2)
22— DHAXX =) gy b x? =0 4x—2=0
= —1 — — = = — =
(x—3)(2x — D(x +2) x e v
Pourx2+x—2:A=12—4><(—2)=9donci|yadeuxracinesx1=_1+3:1etx2=%=—2.

En tenant compte de 'ensemble de définition, on obtient|S = {1}
Partie B : Equations a paramétres, changement de variable, identification

Exercice 1

1) g(1) =1+5—-12+ 6 = 0donc 1 est bien solution de g(x) = 0.

2) Pour tout réel x,
(x—D(ax?+bx+c)=ax3+bx*+cx—ax*—bx—c=ax>*+(b—-a)x?+(c—b)x—c

a=1
b—a=5 a=1
Par identification avec g(x), on obtient: { "~ b= _12 C® quidonne{ b =6
- c=-6

—c=6

D’ou |g(x) = (x—1)(x? + 6x — 6)|
3) Signedex?+6x—6:A=6%—4x(—6)=60doncx?+ 6x — 6 est du signe de a = 1 sauf entre les
rcines x; = OHVE0 _ Z6H2VIS _ 34 /TS5 et x, = =3 —+15.

2 2
x —o 315 —3+ V15 1 +o0
x—1 - - - 0 n
x%+6x—6 + 0 — 0 + +
gx) - 0 + 0 - 0 +
Exercice 2
Pour x* —12x2% + 27 = 0 :on pose u = x2 doncu? = x* etalorsonau? — 12x + 27 = 0.

A:(—12)2—4><27=36donci|yadeuxracinesu1=%:9etu2 :$=3.

Onadoncx? =90oux?=3cequidonnex =3 oux =—3oux =+3o0ux=—/3.
Finalement|S = {3;—3;\/5; —\/§}




Pour x* +3x2 —4 = 0:onpose u = x? etalorsu? + 3u — 4 = 0.

A =32 —4x (—4) = 25doncil y a deux racines u; = %Jrs =1letu, = _32_5 = —4,
Onadonc x? = 1 oux? = —4 ce qui est impossible. Finalement |S = {—1; 1}
Exercice 3
—5+3 1 -5-3 _

1) 2x2+5x+2:A=5%2—4x2x2=9doncilyadeuxracines x; = =—setx, =

4

D’ou|S = {—%;—2}

2) Onrésoutdans R —{1}:on poseu = ﬁ d’ol

2 5 1
(x_1)2+x_1+2=0(:>2u2+5u+2=0<:>u=—z ouu = —2 d'apres la question 1
Or:

. ! 1 2 1
=—— = —— — = —/ & = —
A R e A X
28 —— 2 1 1 1
= —/ & = —/ & —_ = —— = —
“ —1 * 2772

Finalement, [S = {—1;%}

3) On résout dans [0; +oo[ et on pose u = Vx d’oti u? = x.
x+5Vx—3=02u?+5u—-3=0
Pouru? + 5u —3:A =52 —4x (—3) = 37 doncil y a deux racines u; =
—5++/37
2

—5++/37 —5-v37

et uz = 2 .
—-5—/37 o . . —-5—/37 N
ouvx = — Cette derniere équation n’a pas de solution car—-— < 0.Dou

On obtient donc Vx =

5437 5437\ 25 —10v37 +37 31 —5v37
Vri=————ox=——] ©x= -
2 2 ) 2
Finalement|S = {31_5 37}
2
Exercice 4

1) Pour tout réel x,
(x +3)(ax? + bx + ¢) © ax3 + bx? + cx + 3ax? + 3bx + 3c = |ax3 + (b +3a)x?>+ (c+3b)x + 3c|

a=3
a=
2) Par identification entre I'expression précédente et f(x), on obtient cb-|:|-33ba—=—_245 ce quidonne {b = —313
3¢ = 42 c=14

D'ou|f(x) = (x +3)(3x? — 13x + 14)|

3) Pour tout réel x,

fx)=0©x+3=00u3x?—13x+14=0

Pour3x2—13x+14=0:A = (—-13)? —4 x 3 X 14 = 1 doncil y a deux racines x; =% =§etx2 =%= 2

Onadoncf(x)=0<=)x=—30ux=§oux=2

D’ou|s = {—3;2;%}

Exercice 5

Pour(m +3)x2+2(3m+ x+ (m+3):

A= (2B3m+1))" —4(m +3) X (m + 3) = 4(9m? + 6m + 1) — 4(m? + 6m + 9) = 32m? — 32
Le trinbme a une racine double quand son discriminant est nul or
A=0e32m?-32=0om?=1om=1oum=-1

On a donc deux valeurs de m possible pour que le trindbme ait une racine double : 1 et —1.

o . 8
Pourm = 1, le trindbme est 4x? + 8x + 4. La racine double est Xo=—5= -1
. . -4
Pour m = —1, le trinéme est 2x% — 4x + 2. La racine double est Xo=—" = 1.



Exercice 6
On considére le trindbme x? — (2m + 3)x + m?2.
Pour quelles valeurs de m ce trinbme a-t-il une racine double ? Calculer alors cette racine.

Exercice 7
1) 3estsolutionde2x?—(Mm+2)x+m—-2=02x32-(mMm+2)Xx3+m—-2=0
©18-3m—-6+m—-—2=0&m=>5
On doit donc avoir pour que 3 soit solution de I'’équation.
2) Pourm =5, I'équationest 2x2 —7x +3 =0.A = (—7)?> —4 x 2 X 3 = 25 donciil y a bien deux racines
7+5 7-5 1

X1 =T=3etx2 = —

C . 1
L’autre solution a I'’équation est donc

Exercice 8
Pourx # 0 :

1
x+;=3@x2+1:3x®x2—3x+1=0

Pourx? —3x +1:A = (—3)2 —4 = 5doncil y adeux racines x; z%getxz =%§

3+V5 3—\/5}
2 7 2

OnadoncS={

Pourx € R —{1;2}

4 3
1 2=—1<:)4(x—2)—3(x—1)=—(x—l)(x—2)<:>4x—8—3x+3=—(x2—2x—x+2)
©x—5=—x?+3x—-2©x>?-2x—-3=0
Pourx? —2x —3:A = (=2)? — 4 x (—=3) = 16 doncil y a deux racines x; = Zzﬁ =3etx, =% =-1
Finalement|S = {—1; 3}
Pour x € R — {0; —m} avec m un réel quelconque
2x+m 2x )
— =2 2x+m)(x+m)—2x° =2x(x +m)
X xX+m
S2x’+2mx+mx+m? —2x2 =2x*+2mx © —2x2+mx+m? =0
Pour —2x% + mx + m? : A = m? — 4 x (=2) x m? = 9m?.
On a donc trois cas :
Soitm = 0 etalors A = 0 et il y a une racine double x; = 0 qui est une valeur interdite...
Soitm > 0, VA = 3m et alors il y a deux racines distinctes : x; = _m_fm = —% etx, = _m_fm =m
Ces deux solutions ne sont pas valeurs interdites car m # 0.
Soitm < 0, VA = —3m et alors il y a deux racines distinctes : x; = %Af_m) =metx, = %fm) = —%
. o — ; . _m
Finalement, soitm = 0 et anrs soitm # 0 etalors|S = {m, 2}
Exercice 9
1) Ennoir: courbe de f ; en rouge : courbe de g. 4
2) Graphiquement I’équation a une unique solution 5. Cela correspond P
a I'abscisse du point d’intersection entre les deux courbes. 7

3) Onrésout dans [4; +oo[ car f est définie sur R mais g n’est définie

que sur [4; +oo].

il

f)=gx)e7—x=2"x—4e (7T-x)2=2%(x—-4)et7—x>0
49 —14x+x2=4x—16etx <7 x> —18x+65=0etx < 7

Pour x2 — 18x + 65 :A = (—18)? — 4 x 65 = 64 donc il y a deux racines 9 1 P
18+8 18-8 3
X = =13etx2=T=5

Comme on doit aussi avoir x < 7, la seule solution possible est bien 5.




Exercice 10

1) h(x) =x*—ax+3:A=a*>—4x3=a*>-12
h a deux racines distinctes si et seulement si son discriminant est strictement positif donc a®? — 12 > 0. Or
a?—12>0o@a?>>12ea>V120ua < V12 © a>2V3oua < —2v3
h a deux racines distinctes pour|a € ]—00; —2\/§[ U ]2\/§; +00[

2) h est une racine double si et seulement si son discriminant est nul donc a? = 12, autrement dit pour
a = {2v3; -2v3}

3) hn’apas de racines si et seulement si son discriminant est strictement négatif donc a® — 12 < 0 ou encore
a® < 12.0nadoncla € ]—2\/§; 2\/3_’[
4) Le minimum de h est strictement inférieur a —1 si et seulement si I'inéquation h(x) < —1 a au moins une
solutions. Or
hx)<-1ox?>—ax+4<0
Cette inéquation a au moins une solution si le discriminant de x? — ax + 4 est positif ou nul. En effet, x? — ax + 4
est du signe de 1 sauf entre les racines, si elles existent.
Or A = a? — 16 donc on doit résoudre a? — 16 > 0 ce qui donne|a € |—o0; —4[ U ]4; +00[|

Partie C : Déterminer un trinébme sous conditions
Exercice 1

1) AePo3=ax0?+bx0+cec=3
BeEPe5=a+b+c
CEPS15=4a+2b+c

c=3
Les points A, B et C appartiennent a P si et seulement si { a+b+c=5
4a+2b+c=15

2)

c=3 c=3 c=3 c=3 c=3
a+b+c=5 <:>{ a+b=2 @{ b=2-—a <={b=2—a@{ =2

4a+2b+c =15 4a +2b =12 4a+2Q2—a)=12 2a =8

3) La parabole P a pour équation y = 4x? — 2x + 3.

Pour déterminer 'intersection de P avec I'axe des abscisses, on cherche les points de P d’ordonnée 0 donc on
résout 4x*> — 2x + 3 = 0.
A= (-2)? —4 x4 x3=—44 < 0donc I'équation n’a pas de solution et la parabole ne coupe pas I'axe des
abscisses.

Exercice 2
1) AE?@—%=a+b+c
BePe —-6=4a+2b+c

25
CEP(:)—7=9a+3b+c

at+b+c= —;
Les points 4, B et C appartiennent a P si et seulementsi|{ 4a + 2b+c¢c = —6

9a+3b+c=-2
2)
3 3
3 c=———a-—>» c=———a-b» 3
atbtc=—3 2 2 c=—5—a=b
3 9
4a+2b+c=—-6 ©% 4a+2b———a—-b=-6 & b=———3a = 9
25 2 2 b=---3a
__= 3 25 9
9a+3b+c 2 9a+3b—Z-a—b=-= 8a+2(—5—3a>=—11 20 = —2
c=1
S| ph = 3
T2
a=-1




2

. . 3 . . . . .
3) L'équation de la paraboleesty = —x“ — 2 + 1. Pour déterminer les points d’intersection de cette

. , 3
parabole avec Iaxe des abscisses, on résout — x? — 2X +1=0.
2 3,5 3 5
3 9 25 )2 . . 2 272 1
A= —7) —4x -1 = Lt4= Tdonc I’équation a deux solutions x; = == —2etx, = ==

Finalement la parabole P coupe deux fois I'axe des abscisses : en D(—2;0) et E %; 0)

Exercice 3

1) Pourtoutréelx:g(x) =x*?—2x+2=(x—-1)?-1+2=|(x—-1)%?+1
3 3
h(x)=2x2—4x+3=2(x2—2x+§)=2[(x—1)2—1+§]= (x—1%+1

2) Pourtout réel x, (x — 1)? > 0 car un carré est toujours positif donc (x — 1)? + 1 > 1 ce qui signifie que
g(x) = 1.0r f(x) = g(x) ce qui signifie que

3) Pourx=1,0onag(l) < f(1)<h(Q)org(l)=1leth(1l)=1 donc

4) D’apres les questions précédentes, 1 est le minimum de f car f est toujours supérieur a 1 et 1 est atteint en

1. La forme canonique de f est donc f(x) = a(x — 1)? + 1.
Deplus f(11) =181 ora(11—1)? +1 =181 & 100a = 180 & a = 1,8.

On trouve donclf(x) =18(x—-1)%+ 1|
En développant, on obtient |f(x) =1,8x%2 — 3,6x + 2,8|

Partie D : Variations, extremum, propriété de la courbe, position relative
Exercice 1
fix - 3x?+4: festdelaformex » ax? + bx + c aveca = 3 > 0 donc f est décroissante puis croissante et a

. . b
donc un minimum. Il est atteint en O car 52 = 0.

Pour tout réel x, g(x) = —2(x? — 8x + 16) + 8 = —2x?% + 16x — 24

g estde laforme x — ax? + bx + c avec a = —2 < 0 donc g est croissante puis décroissante et admet donc un
. . b 16
maximum. |l est atteinten4car-—=——=
2a -4
h est de la forme x = ax? + bx + ¢ avec a = —2 < 0 donc h admet un maximum. Il est atteint en 2 car
b__ 8 _,
2a -4
Exercice 2
f est de laforme x = ax? + bx + c aveca = 1 > 0 donc f est décroissante puis croissante et admet donc un
- . b 4
minimum. Il est atteint en —2 car-—=—-= —2.Deplus f(=2) = (—2)* + 4 x (—=2) — 6 = —10.
X —0o0 -2 400
Variations de f \ /
-10
1 . o
g estde laforme x » ax? + bx + caveca = —5 < 0 donc g est croissante puis décroissante et admet donc un
: . b 5 25 25
maximum. Il est atteinten 5 ar-—=-——= 5.De plus g(5) = -5+ 25 = -

X

—0 5 + o0
12,5
Variations de g / \




Exercice 3
1) f estdelaforme x — ax? + bx + ¢ avec a = 3 > 0 donc f est décroissante puis croissante. Elle admet

donc un minimum qui est atteint en —1 car —% = —g =—1.Deplus f(-1) =3—-6—-7 = —10.
Mais aussi f(—5) =3x25—-30—-7=38etf(3) =3%x9+18—-7 = 38.
x —5 -1 3

38 38
Variations de f \ /
—-10

2) Le minimum de f sur [—5; 3] est donc —10 et le maximum est 38.

3)
a. f(x) =—-10 ¢ x = —1 car —10 est le minimum de f et il n’est atteint qu’en —1.|S = {—1}
b. f(x)=17©3x2+6x-7=17©3x>+6x—-24=0x*+2x—-8=0
Pourx? +2x —8:A =22 — 4 x (—8) = 36 doncil y a deux racines x; = % =2etx, = _22_6 = —4,

c. f(x)<17 & x?+2x—8<0orx?+ 2x — 8 est du signe de 1 sauf entre les racines —4 et 2 donc

S=1-4;2]
d. Comme le minimum de f est —10 et que —10 > —20, ona f(x) > —20 pour tout x € [—5; 3] donc
S =[-5;3]
Exercice 4
1) Pourx €R

7 7
f(x)>g(x)@x2+5x+§>—x2—3x®2x2+8x+§>0

Pour 2x2 + 8x + % A=8%2—-4x2x % = 36 donc 2x% + 8x + % est du signe de 2 sauf entre les racines

-8+6 1 -8-6 7 7 1
X, = s =—-etx, = = —- donc Sz]—OO;—E[U]——'+00[

4 2 4 2

2) Sur ]—00; —g[ U ]—%; +00[, f(x) > g(x) donc Cf est au dessus de Cg.

Sur [—%; —%], C‘f est donc en dessous de Cg.

Exercice 5

1) f est une fonction rationnelle. Elle est définie lorsque son dénominateur est non nul.
Pourx?+x+1:A=1%2—-4=-3 <0doncx? + x + 1 n’a pas de racines et est donc toujours non nul. f est donc
bien définie sur R.

2) Pourx ER:
fx)<s5e ;’f;fl <5 4x?2—-5<5(%+x+1) carx? + x + 1 est toujours du signe de a = 1 donc positif

& —x?-5x—10<0

Pour-x%2 —5x —10:A = (=5)? — 4 x (=1) x (=10) = —15 < 0 donc - x? — 5x — 10 est toujours du signe de

a = —1 donc négatif. L'inégalité précédente est donc toujours vraie, tout comme

Deméme: f(x) > -6 4x>-5>—-6(x>+x+1) = 10x2+6x+1>0

Pour 10x? +6x+1:A =62 —4x 10 = —4 < 0 donc 10x2 + 6x + 1 est toujours du signe de a = 10 donc positif.

L'inégalité précédente est donc toujours vraie tout comme [f(x) > —6

Exercice 6
1) Commencons par calculer t2 puis t3 :

tz=(7@”_1@_22)2=(1E>Z_Zj@+2xj@:2+@@_zf
t3=t2xt=[<3\/E> —23\/\/§+2x3\/\/§—2+<3\/\/§—2> ](3\/\/§+2—3\/\/§—2>

— (V5+2) -3 (V5 +2) (V5 -2) + 3] (V5 + 2) (V5= 2)" - (VB - 2)




=4-3[(5+ 4V + 4)(V5 ~2) + 3] (V5 +2)(5~ /5 +4)

=4—33\/9\/5—18+20—8x/§+33\/9\/§—20+18—8x/§
3 3
=4—3Jx/§+2+3JV§—2
3 3 3 3
Donc,onabient3+3t—4=4—3\/\/§+2+3\/\/§—2+3<\/\/§+2—\/\/5—2)—4=0

2) Pourtout réel t,
(t—D(at®>+bt+c)=at> +bt>?+ct—at>—bt—c=at>+b-a)t>?—(c—b)t—c

a=1
b—a=0 a=1
Par identification avec t3 + 3t — 4, on obtient c—b=3 ouencoreib =1
oo __4 c=4

Donc|(t — 1)(¢2 +t +4) = t3 + 3t — 4|
3) t3+3t—4=0(t-1D{t*+t+4)=0t=10ut’+t+4=0
Pourt?+t+4:A=1?—4x 4 = —15doncil n’y a pas de racines.

Finalement, la seule solution de t3 + 3t — 4 = 0 est 1 donc i/\/ﬁ + 2 — i/\/g —-2=1




